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Pri izdelavi zaključne naloge smo se lotili problema obremenitve drsnih ležajev na osi 
solenoidnega aktuatorja. S pomočjo znanih gabaritov ter obratovalnih sil smo z uporabo 
programske opreme izvedli analizo obremenitev ležajev po metodi končnih elementov. V 
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The main topic of my thesis was the problem of slide bearing loads in solenoid actuator. 
Values of gauges and outer forces were preliminary known which enabled us to make a 
finite element analysis of bearing loads using software. In addition we analysed the 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
w ° referenčni kot ročice 
β ° kot delovanja ročice 
x mm premik osi 
F N sila 
a mm razdalja od izhodišča do ležaja A 
b mm razdalja od izhodišča do ležaja B 
L mm dolžina osi 
w mm upogibek 
φ rad naklon 















































splošna dolžina končnega elementa 
reakcijska sila v ležaju A 
reakcijska sila v ležaju B 
reakcijska sila na vpetju osi 
premer osi 
število končnih elementov 
dolžina končnega elementa v posameznem polju 
Poissonovo število 
polmer 
polos kontaktne površine 
maksimalen Hertzov tlak 
Hertzov tlak na kontaktu 
oddaljenost znotraj polosi kontaktne površine 
prekoračitev minimalnega tlaka v kontaktu 
   
Indeksi   
   






x1 prečno, prvi 
korak  
 































Seznam uporabljenih okrajšav 
Okrajšava Pomen 
  
Ki matrika dvovozliščnega končnega elementa 
Wie vektor upogibov in povesov enega končnega elementa 
Fie vektor prečnih sil in momentov enega končnega elementa 
Kc skupna matrika končnih elementov 
Wi skupni vektor upogibov in povesov 
Fi skupni vektor prečnih sil in momentov 
OFF faza faza, ko je os v izhodiščnem položaju 









1.1. Ozadje problema 
Pri delovanju električnega aktuatorja se pojavijo obremenitve v aksialni in radialni smeri, 
ki povzročijo, da na kontaktu med ležajem in osjo dobimo specifične razmere, le-te pa 
vplivajo na delovanje samega aktuatorja. Ker ta deluje v več korakih, se tudi obremenitve 
na ležaje ciklično spreminjajo, kar še dodatno prispeva h kompleksnosti problema. S 
pomočjo določitve obremenjenosti ležajev bo v prihodnosti mogoče optimizirati kontakte 




Cilj zaključne naloge je določiti obremenitev drsnih ležajev zaradi zunanjih sil, ki delujejo 
na premikajočo se os. Obremenitve povzročajo obrabo, deformacijo in v najslabšem 
primeru celo izgubo funkcionalnosti izdelka. Na podlagi dobljenih rezultatov bomo 




Solenoidni aktuator mora po zahtevah kupca brez izgube funkcionalnosti uspešno izvesti 
500.000 ciklov. Zaradi kompleksnosti celotnega aktuatorja se konkretna zahteva nanaša 
predvsem na preostale komponente in ne toliko na obravnavane drsne ležaje. Ker gre za 
komponento avtomobilskega menjalnika, znotraj katerega se vplivi okolice pogosto 
spreminjajo, mora delovati v temperaturnem območju med - 40 in 125 °C. To lahko vpliva 
na materialne lastnosti, življenjsko dobo in na samo delovanje aktuatorja. Zahtevana 
vibracijska odpornost izdelka znaša 16 g. Navedeno pomeni, da mora biti vzmet v 
solenoidu primerno prednapeta. Pomembno je, da vibracije do vrednosti 16 g ne 
premaknejo gibljivega dela solenoidnega aktuatorja. Sila prednapetja se med drugim 
upošteva pri določanju obremenitve ležajev. 
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2. Teoretične osnove in pregled literature 
2.1. Solenoidni aktuator 
2.1.1. Princip delovanja 
Solenoidni aktuator je naprava, ki nam ob pomoči električnega signala omogoča 
generiranje magnetnega polja in kasneje še gibanje, ki je v obravnavanem primeru 
linearno. Bistvo delovanja takšnega aktuatorja se skriva v električno prevodni žici, ki je kot 
tuljava ovita okoli gibajočega se magneta. Ko po tuljavi steče signal v obliki električnega 
toka, pride do nastanka magnetnega polja (slika 2.1). Njegova moč lahko variira glede na 
količino električnega toka in število ovojev tuljave, ki pa je v praksi nespremenljivo tekom 
delovanja aktuatorja.  
 
 
Slika 2.1: Prikaz vzpostavitve magnetnega polja znotraj tuljave [2]. 
Zaradi vzpostavitve magnetnega polja, se tuljava lahko smatra kot elektromagnet. Znotraj 
navitja imamo magnetno jedro, ki ga magnetno polje tuljave privlači proti njeni sredini. To 
omogoči linearni premik. Elektromagnetna sila, s katero tuljava privlači magnet, mora biti 
zadosti velika, da premaga silo vzmeti, ki ji nasprotuje. Vzmet je fiksirana na magnet in 
poskrbi, da v fazi, ko tok po tuljavi ne teče, vrne magnetno jedro v izhodiščni položaj. Na 
ta način se sprosti v vzmeti shranjena energija, ki smo jo dovedli tekom delovanja 
magnetnega polja tuljave. Odvisno od izvedbe je vzmet lahko v skrajni legi stisnjena in se 
v ničelni legi razbremeni (slika 2.2), lahko pa je v skrajni legi raztegnjena in se ob koncu 
cikla skrči nazaj v osnovno obliko. 




Slika 2.2: Osnovne komponente solenoidnega aktuatorja. 
 
2.1.2. Razvoj solenoidnega aktuatorja 
Solenoidni aktuator, kakršnega poznamo danes, je bil patentiran in objavljen leta 1965. 
Njegov izumitelj Eugene Benson Hector je bil tako eden prvih, ki je spoznal uporabnost 
takšnega izdelka in si ga je zamislil, kakor je prikazano na sliki 2.3. 
 
 
Slika 2.3: Shema solenoidnega aktuatorja, po zamisli Eugena Bensona Hectorja [1]. 
V dokumentu, ki opisuje patent [1], je natančno opisano delovanje, prav tako je definirana 
funkcija posameznih komponent aktuatorja. Na Slika 2.3 je znotraj ohišja (1a) fiksiran 
nosilec (2a), na katerega v OFF-fazi (tok po tuljavi ne teče oziroma je le-ta zelo majhen) 
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nasede magnet (4a). Tuljava (3a) je tekom ON-faze napajana z vira električnega toka (6a). 
Ko magnet doseže lego, kjer je nastavljeno stikalo (5a), se izklopi vir električnega toka. 
Kot vidimo na prototipu ni vzmeti, ki bi magnet v OFF-fazi vrnila v prvotno lego. Vzmet 




2.2. Hertzov kontakt 
Hertzov kontaktni tlak v splošnem popisuje tlak, ki se pojavi na kontaktu med dvema 
telesoma. Ker gre običajno za zelo majhne velikosti kontaktnih površin, Hertzov tlak 
velikokrat zanemarimo, vendar pa je v nekaterih primerih lahko zelo pomemben.  
 
V teoriji je kontakt med dvema kroglama brezdimenzijska točka. Podobno je kontakt med 
dvema vzporednima valjema premica. Ker gre v obeh značilnih primerih kontakta za 
neskončno majhno površino, bi bil teoretičen tlak na njiju enak neskončno, saj je definiran 
kot količnik sile ter površine. V realnosti pride na takem kontaktu do elastične deformacije, 
kar pomeni, da površina dobi obsežnost, ki jo je mogoče popisati. To je prvi že leta 1881 
storil Hertz, kasneje pa so teorijo dopolnjevali še drugi znanstveniki. Pomembne so 
naslednje predpostavke Hertzove teorije: 
- deformacija je zgolj elastična, 
- območje kontakta je občutno manjše od karakterističnega radija telesa, 
- telesi sta v medsebojnem kontaktu brez trenja, 
- površine so neprekinjene. 
 
Teorija Hertzovega kontakta je uporabljena za določanje kontaktov enostavnih geometrij. 
V splošnem sta največkrat uporabljena primera točkastega kontakta kroglica–plošča (lahko 
tudi kroglica–kroglica) ter linijskega kontakta valj–plošča (lahko tudi valj–valj). Oba 
osnovna tipa kontaktov sta prikazana na slikah 2.4 in 2.5. 
 
Slika 2.4: Prikaz enostavnega kontakta kroglice in plošče – točkovni kontakt [6]. 




Slika 2.5: Prikaz enostavnega kontakta dveh valjev – linijski kontakt [6]. 
Porazdelitev tlaka po kontaktni površini ima v obeh zgoraj prikazanih primerih kontaktov 
obliko kvadratne funkcije, kar je vidno na sliki 2.6. Porazdelitev tlaka se sicer za 









3. Metodologija raziskave 
Za izračun obremenitev drsnih ležajev oziroma puš, znotraj katerih tekom delovanja 
solenoidnega aktuatorja drsi os, smo si pomagali s programsko opremo Wolfram 
Mathematica. S pomočjo metode končnih elementov smo najprej izračunali velikost 
reakcij v ležajih, nato pa glede na dobljene rezultate izračunali še Hertzov tlak v kontaktih 
med osjo in drsnima ležajema. 
 
 
3.1. Numerični preračun reakcij v ležajih 
3.1.1. Delovanje aktuatorja 
Delovanje solenoidnega aktuatorja smo v tem delu razdelili na tri korake: 
- 1. korak: os aktuatorja miruje v prvotni legi, 
- 2. korak: os se pomakne v skrajno lego za največ 5,5 mm, 
- 3. korak: os se zaradi sile vzmeti pomakne nazaj v prvotno lego. 
 
V prvem koraku je tok v tuljavi majhen (OFF faza), zaradi česar se magnet, in os z njim, 
ne premakne iz izhodiščne lege. Vzmet je v tem koraku prednapeta s potrebno silo. Ko pa 
v drugem koraku z električnim tokom generiramo močnejše magnetno polje (ON faza), 
pride do pomika v smeri x do skrajne lege. Pri tem se vzmet skrči in elektromagnetna sila 
mora preseči velikost sile vzmeti. V tretjem koraku se velikost električnega toka ponovno 
zmanjša (OFF faza) in shranjena energija v vzmeti magnet z osjo pomakne v začetni 






Slika 3.1: Prikaz pomika osi aktuatorja pri posameznem koraku. 
 
Obremenitev, ki deluje na os, je odvisna od koraka, za določitev pa smo si pomagali s sliko 





Slika 3.2: Shematski prikaz delovanja ročice na os solenoida. 
Preglednica 3.1: Prikaz podatkov o položaju osi in ročice ter pripadajoče vrednosti 
elektromagnetne sile [5]. 
Referenčni kot (w) [°] Premik osi (x) [mm] Kot delovanja 
ročice (β) [°] 
Elektromagnetna 
sila Fem [N] 
0 0,00 -3,95 2,83 
1 0,41 -3,05 2,98 
2 0,82 -2,16 3,14 
3 1,22 -1,26 3,29 
4 1,62 -0,36 3,45 
5 2,01 0,55 3,60 
6 2,40 1,45 3,76 
7 2,78 2,36 3,91 
8 3,16 3,27 4,07 
9 3,54 4,18 4,22 
10 3,91 5,09 4,38 
11 4,27 6,01 4,53 
12 4,64 6,93 4,68 
13 4,99 7,85 4,83 
14 5,35 8,77 4,97 
14,40 5,50 9,14 5,03 
 
Kot je vidno na sliki 3.2, elektromagnetni sili, ki potiska magnet z osjo, nasprotuje sila 
ročice, na katero je nameščen aktuator.  
 
3.1.2. Določitev prečne sile ročice 
Ker je obremenitev ležajev v idealnih razmerah neodvisna od osnih sil, nas precej bolj 




upoštevamo dejstvo, da v prvem in drugem koraku os aktuatorja miruje (v ničelni oziroma 
skrajni legi), lahko enačimo silo elektromagneta in silo ročice. Pred tem je potrebno 
omeniti, da sila Fem v preglednici 3.1 ni le sila, ki nastane zaradi toka v tuljavi. Gre za 
rezultanto, ki mora biti prisotna, da premagamo silo vzmeti, silo prednapetja ter silo trenja 
na ležajih. To nam olajša delo, saj posledično ni potrebno upoštevati teh magnetu 
nasprotujočih sil. Ker Fem nasprotuje samo sila ročice Fr, velja enačba (3.1). 
𝐹𝑒𝑚 = 𝐹𝑟 (3.1) 
Sila Fem in kot β sta znana, zato lahko izračunamo prečno komponento sile ročice. To 
storimo s pomočjo enačbe (3.2). V nadaljevanju Fx1 predstavlja prečno silo v prvem, Fx2 pa 
prečno silo v drugem koraku. 
𝐹𝑥 = 𝐹𝑟 ∗ 𝑡𝑎𝑛𝛽 = 𝐹𝑒𝑚 ∗ 𝑡𝑎𝑛𝛽 (3.2) 
𝐹𝑥1 = 𝐹𝑒𝑚 ∗ 𝑡𝑎𝑛𝛽1 = 2,83𝑁 ∗ 𝑡𝑎𝑛(−3,95°) = −0,195𝑁 (3.3) 
𝐹𝑥2 = 𝐹𝑒𝑚 ∗ 𝑡𝑎𝑛𝛽2 = 5,03𝑁 ∗ 𝑡𝑎𝑛(9,14°) = 0,809𝑁 (3.4) 
Vneseni podatki za prvi korak se nahajajo v Preglednica 3.1 pri pomiku x=0 mm, za drugi 
korak pa pri pomiku x=5,50 mm. 
 
3.1.3. Določitev položaja in robnih pogojev osi 
Ker se os aktuatorja pomika, ležaji pa mirujejo, lahko model poenostavimo z nosilcem, 
kjer se pomikajo vpetja, sam nosilec pa miruje. Imamo torej dve različni postavitvi – po 
eno za vsak korak.   
 
 





Na sliki 3.3 vidimo, kako smo realni model osi spremenili v fizikalnega in pri tem označili 
za nadaljnje izračune pomembne razdalje med vpetji. Komponenta sile ročice Fx je edina, 
ki vpliva na obremenitev ležajev. Predpostavil sem, da je os na magnet vpeta kot konzola, 
ležaja pa sta pomični podpori, neodvisni od osnih sil. S črko a smo označili razdaljo do 
prvega ležaja (ležaj A), z b razdaljo do drugega ležaja (ležaj B) in z L celotno dolžino 
nosilca. Glede na korak, ki se izvaja, so vrednosti teh razdalj naslednje: 
- prvi korak: 
- a=21,05 mm; b=33,25 mm; L=52,6 mm, 
- drugi korak: 
- a=15,55 mm; b=27,75 mm; L=52,6 mm. 
3.1.3.1. Priprava spremenljivk za analizo po metodi končnih elementov 
Postopek računanja smo izvajali po že znanih in v širokem področju uporabljenih 
matematičnih postopkih. Med drugim je postopek prikazan tudi v delu A First Course in 
the Finite Element Method [4]. Gre za uporabo metode končnih elementov za primer 
upogibno obremenjenega nosilca. Da lahko v nadaljevanju definiramo robne pogoje, je 
potrebno najprej razjasniti, katere veličine bomo obravnavali. Po metodi dvovozliščnih 
končnih elementov robne pogoje za upogibno obremenjen nosilec izrazimo z naslednjimi 
fizikalnimi spremenljivkami: 
- osnovna primarna spremenljivka – upogibek w(x), 
- druga primarna spremenljivka – naklon φ(x), 
- prva sekundarna spremenljivka – moment M(x), 
- druga sekundarna spremenljivka – prečna sila T(x). 
 
Za uspešno reševanje problema je nujno, da v nekem vozlišču končnega elementa 
poznamo upogibek ali prečno silo ter moment ali naklon. V nasprotnem primeru problema 
po izbrani metodi ne moremo rešiti. 
 
Vodilna enačba problema je v primeru upogibno obremenjenega nosilca prikazana z 






+ 𝛼∆𝜗ℎ)] = 𝑝(𝑥) (3.5) 
V našem primeru se vodilna enačba precej poenostavi, saj predpostavimo, da temperaturne 
spremembe tekom cikla ni, prav tako pa ni kontinuirane prečne obremenitve, če 
upoštevamo, da je aktuator postavljen vertikalno. Matematično so predpostavke prikazane 
z enačbama (3.6) in (3.7).  
𝑝(𝑥) = 0 (3.6) 
𝛼∆𝜗ℎ = 0 (3.7) 










V nadaljevanju naj poudarimo, da lahko v našem primeru, pri predpostavki o homogenosti 
materiala in konstantnem premeru osi, zgornjo enačbo še nekoliko poenostavimo. Če 
upoštevamo, da elastični modul (E) in vztrajnostni moment (I) nista funkciji položaja (x), 




) = 0 (3.9) 
 
Ko imamo dokončno poenostavljeno vodilno enačbo upogibno obremenjenega nosilca, 
















V nadaljevanju bomo potrebovali še izpeljano enačbo dvovozliščnega končnega elementa 




















































Poenostavljeno jo zapišemo z enačbo (3.14), kjer Ki prestavlja izpeljano matriko končnega 
elementa, Wie vektor upogibov in povesov ter Fie vektor prečnih sil in momentov. 
[𝐾𝑖] ∗ {𝑊𝑖𝑒} = {𝐹𝑖𝑒} (3.14) 
 
3.1.3.2. Definiranje robnih pogojev in pogojev prehoda 
 
Os aktuatorja kot nosilec pred izračuni razdelimo na tri polja, kakor je prikazano na sliki 
3.4. V ležaju A deluje prečna reakcijska sila Ax, v ležaju B sila Bx, v izhodišču, kjer je os 
vpeta na magnet, pa reakcijski moment Mc in prečna sila Cx. Za izračun smo uporabili 
aproksimativno metodo končnih elementov, saj gre za zelo splošen in dokaj preprost način 
pridobitve rezultatov. Pri uporabi izbrane metode nam za razliko od analitičnih metod ni 
potrebno vnaprej določati oblike funkcije upogiba. Potrebno je le slediti univerzalnim 





Slika 3.4: Prikaz reakcijskih sil in momenta na osi. 
 
Na podlagi slike 3.4 in definiranih fizikalnih spremenljivk lahko sedaj določimo robne 
pogoje ter pogoje prehoda. 
𝑤(0) = 0 (3.15) 
𝑤(0) = 0 (3.16) 
𝑤(𝑎) = 0 (3.17) 
𝑤(𝑏) = 0 (3.18) 
𝜑(0) = 0 (3.19) 
𝑇(0) = 𝐶𝑥 (3.20) 
𝑇(𝑎) = 𝐴𝑥 (3.21) 
𝑇(𝑏) = 𝐵𝑥 (3.22) 




𝑀(0) = 𝑀𝑐 (3.24) 
Robni pogoji in pogoji prehoda ostajajo enaki skozi celoten cikel, ne glede na to kateri 
korak se izvaja. Potrebno pa je upoštevati, da se tekom delovanja spreminjata dolžini a in 
b, kar bistveno vpliva na rezultate izračuna. 
 
3.1.4. Potek numeričnega izračuna v programu Wolfram 
Mathematica 
Reševanja problema smo se lotili aproksimativno z uporabo metode končnih elementov. 
Preden smo pričeli z zapisom kode v programu, smo definirali vse za izračun potrebne 
veličine ter njihove vrednosti. Poleg že znanih vrednosti a, b, L, β, Fem in Fx, smo definirali 
naslednja podatka: 
- premer osi: d=4 mm, 
- elastični modul osi: E=210000 MPa. 
 





Ko imamo znane vse vhodne podatke, lahko pričnemo z izračunom. Najprej je potrebno 
določiti delitev nosilca oziroma število elementov. To je potrebno narediti za vsako izmed 
treh polj, ki so označena na Slika 3.4. Izberemo smiselno število končnih elementov, da 
dosežemo želeno točnost rezultatov. V našem primeru je bil nosilec razdeljen na naslednji 
način: 
- 1. polje: število elementov = ele1 = 20, 
- 2. polje: število elementov = ele2 = 10, 
- 3. polje: število elementov = ele3 = 20. 
 
Če dolžino polja delimo s številom elementov, dobimo velikost posameznega končnega 
elementa (enačbe (3.26), (3.27) in (3.28)). V enačbi dvovozliščnega končnega elementa 
(enačba (3.13)) smo splošno dolžino končnega elementa označili z Le, konkretne oznake za 


















Naslednji korak je oblikovanje matrik. Najbolj kompleksna je izdelava matrike Kc, saj gre 
za seštevanje prispevkov posameznega končnega elementa, ki se nahajajo v že znani 
matriki Ki. Z uporabo for-zank za vsako polje vnesemo matriko dvovozliščnega končnega 
elementa v matriko Kc. Pri tem je potrebno paziti, da je dolžina končnega elementa za 
vsako polje drugačna (h1, h2, h3), zato je potrebno narediti v našem primeru tri for-zanke. 
Nekoliko lažje je oblikovanje vektorjev Wi ter Fi. Ponovno je potrebno sešteti prispevke 
vsakega končnega elementa. Te prispevke posameznega dvovozliščnega končnega 
elementa smo definirali v enačbi (3.13) (Wie, Fie). V ta dva razširjena vektorja vnesemo že 
prej definirane robne pogoje (enačbe (3.15) do (3.24)) in tako dobimo enačbo, ki jo lahko v 
programu Wolfram Mathematica razrešimo.  
 
Rešitev enačbe so upogibki in nakloni v vektorju Wi ter prečne sile in momenti v vektorju 
Fi. Z nadaljnjo obdelavo podatkov lahko prikažemo diagram upogibka tekom obremenjene 
osi. Ker je kot β v prvem koraku negativen, sila Fx povzroči upogib osi v negativno smer, 
kakor je jasno vidno na sliki 3.5. 
 
 
Slika 3.5: Potek upogibnice v prvem koraku. 
 
Ročica, ki deluje na os aktuatorja s svojo prečno komponento Fx, v drugem koraku 
povzroči upogib v pozitivno smer, saj se precej spremeni vrednost kota β, ki je tokrat tudi 






Slika 3.6: Potek upogibnice v drugem koraku. 
 
Z diagramoma na slikah 3.4 in 3.5 lahko preverimo smiselnost izračuna in ujemanje z 
robnimi pogoji. Tisto, kar pa je za nadaljnjo obravnavo obremenitev ležajev bolj zanimivo, 
so reakcije (prečne sile v matriki Fi) na ležajih. Reakcija v prvem ležaju (A) je enaka 
prečni sili pri razdalji a, reakcija v drugem ležaju (B) pa je enaka prečni sili pri 
oddaljenosti b od koordinatnega izhodišča. To nam bo v nadaljevanju omogočilo dodatno 
tlačno obremenitveno analizo ležajev. Velikost reakcij na izhodišču osi (Cx, Mc) smo sicer 
prav tako izračunali, vendar za nadaljnjo analizo dotičnega problema niso zanimive.  
 
 
3.2. Izračun Hertzovega tlaka 
3.2.1. Pristop k problemu 
Z izračunanimi vrednostmi sil v podporah – oziroma v našem primeru – ležajih, si lahko 
pomagamo pri nadaljnji analizi obremenitev. Ker nam reakcije same po sebi ne povedo 
veliko, se zdi smiselno opraviti še izračun tlaka med osjo in ležajema po teoriji Hertzovega 
kontakta. Os se linearno pomika skozi ležaje, zato moramo med njima zagotoviti ohlap, ki 
pa je odvisen od natančnosti izdelave. Na sliki 3.7 lahko vidimo, kakšne so dimenzije in 








Slika 3.7: Dimenzije drsnega ležaja (levo) in osi (desno). 
 
Za računanje Hertzovega tlaka smo najprej predpostavili, da gre za točkast kontakt. To je 
mogoče predvideti iz dejstva, da je os zaradi zunanje prečne obremenitve ročice 
upognjena. Posledično se zaradi ohlapa med osjo in ležajema, le-ta med seboj dotikata v 
eni sami točki in ne v liniji. Iz tega sledi, da bomo v nadaljnjih izračunih uporabili enačbo 
za točkast kontakt, ki se jo načeloma uporablja za kontakt kroglice in plošče oziroma za 
kontakt dveh kroglic, vendar je primerna tudi za reševanje dotičnega problema.  
 
Izračun tlaka v Hertzovem kontaktu smo opravili za dva primera: 
- največji ohlap med notranjim premerom ležaja in premerom osi in 
- najmanjši ohlap med notranjim premerom ležaja in premerom osi. 
 
Na ta način zajamemo obe skrajni izvedbi, rezultati pa bodo pokazali, kako velik vpliv ima 
kvaliteta oziroma natančnost izdelave na kontaktni tlak. Na sliki 3.8 sta shematsko 








3.2.2. Potek izračuna 
Izračun Hertzovega tlaka smo opravili po postopku, obravnavanem v knjigi Engineering 
Tribology [6]. Za vsakega izmed že omenjenih skrajnih primerov izvedbe (slika 3.8) smo 
opravili izračun prvega in drugega koraka.  
 
Preden pričnemo s samim izračunom tlaka Hertzovega kontakta, je potrebno določiti 
veličine in vrednosti, ki jih bomo uporabili. Nekatere materialne lastnosti osi smo sicer že 
definirali, vendar je najbolj smiselno vse potrebne vhodne podatke prikazati v tabeli. V 
Preglednica 3.2 so za vsak primer računanja tlaka prikazani podatki, ki jih poznamo in nam 
omogočijo nadaljnje preračune.  
 
Drsna ležaja aktuatorja sta narejena iz sintranega brona, zato se njune materialne lastnosti 
bistveno razlikujejo od lastnosti osi, ki je jeklena. To v našem primeru velja zlasti za 
elastični modul E ter Poissonovo število ν.  
 
 
Preglednica 3.2: Pomembni podatki za izračun Hertzovega tlaka [5]. 
































Modul elastičnosti ležaja 
E2 (bron) [MPa] 
100 000 
Premer osi d1 [mm] 3,992 4,000 3,992 4,000 
Notranji premer ležaja d2 
[mm] 
4,036 4,024 4,036 4,024 
 
 
S pomočjo podatkov iz preglednice 3.2 lahko pričnemo z izračunom Hertzovega tlaka. Prvi 











V zgornji enačbi ne uporabimo premerov, ki so definirani v preglednici 3.2, ampak njihove 




saj gre za negativno geometrijo. Predznak bi bil pozitiven v primeru, če bi imeli dve osi in 
medsebojen kontakt z zunanjima radijema.  
 













Zgornja dva izračunana parametra (Rekv in Eekv) sta neodvisna od same obremenitve. Gre 
samo za lastnosti materialov, ki nastopajo v kontaktu. V nadaljevanju pa sledi izračun 
polosi kontaktne površine ak (enačba (3.31)). ki je odvisna od sile v kontaktu. Sila F je v 
mojem primeru enaka reakciji v ležaju (Ax, Bx). Za izračune sem uporabil pozitivne 
vrednosti reakcij. 
𝑎𝑘 = √




Polos kontaktne površine nam posreduje informacijo o velikosti kontakta. Kaj v kontaktu 
pomeni polos ak, je prikazano na sliki 3.8.  
  
 
Slika 3.9: Prikaz kontakta med kroglico in ravno ploščo, ki ga je mogoče posplošiti na dotični 
primer. 
 
Ko izračunamo polos kontaktne površine, lahko določimo še maksimalen Hertzov tlak p0 
po enačbi (3.32).  
𝑝0 =
3 ∗ 𝐹








Razporeditev tlaka je po površini kontakta neenakomerna in je zlasti lepo vidna na sliki 
3.8. Jasno je, da je maksimalen tlak v samem središču kontakta. Z oddaljevanjem od 
središča se vrednost manjša s kvadratno funkcijo. Na oddaljenosti r=a, je tlak enak 0, kar 
je moč razbrati tudi iz enačbe (3.33).  













4.1. Rezultati izračuna reakcij na ležajih 
S pomočjo programskega orodja smo prišli do velikosti reakcij na ležajih. Rezultati reakcij 
v prvem koraku (Ax1, Bx1) so prikazani z enačbama (4.1) in (4.2), rezultati drugega koraka 
(Ax2, Bx2) pa z enačbama (4.3) in (4.4). 
𝐴𝑥1 = 𝑇1(𝑎) = −0,436 𝑁 (4.1) 
𝐵𝑥1 = 𝑇1(𝑏) = 0,573 𝑁 (4.2) 
𝐴𝑥2 = 𝑇2(𝑎) = 2,566 𝑁 (4.3) 
𝐵𝑥2 = 𝑇2(𝑏) = −2,879 𝑁 (4.4) 
Dobljene vrednosti reakcij na ležajih lahko predstavimo tudi v grafični obliki. Obremenitev 






Slika 4.1: Grafični prikaz spreminjanja reakcijskih sil. 
 
Izračun reakcij je ključnega pomena za analizo obremenitev nosilcev, kar je v našem 
primeru os aktuatorja. Na njihovih vrednostih temelji tudi izračun Hertzovega tlaka, 
katerega rezultati so predstavljeni v nadaljevanju. 
 
4.2. Rezultati izračuna Hertzovega tlaka 
Če sledimo postopku za računanje Hertzovega tlaka, pridemo do rezultatov, ki so 
tabelarično prikazani v preglednici 4.1. Dobljene vrednosti so prikazane za vsako skrajno 
obliko izvedbe kontakta med osjo in ležajema.  
Preglednica 4.1: Pregled rezultatov Hertovega tlaka ter vseh vmesnih računanih veličin. 












Ekvivalentni radij Rekv 
[mm] 
183,1 335,3 183,1 335,3 
Ekvivalentni modul 






Na ležaju A  0,092 0,113 0,167 0,204 





Na ležaju A  24,38 16,29 44,02 29,41 





4.3. Vpliv natančnosti izdelave osi in ležajev 
Precej podrobno je natančnost izdelave ležajev in osi v tem delu že obravnavana, vseeno 
pa lahko na podlagi rezultatov Hertzovega tlaka tudi kvantitativno določimo njen vpliv. Z 
rezultati iz preglednice 4.1 lahko potrdimo, da je Hertzov tlak v kontaktu z velikim 
ohlapom bistveno večji od tistega z manjšim ohlapom. Če predpostavimo, da je za 
prenašanje obremenitev idealna najbolj tesna izvedba, lahko z enačbo (4.5) prikažemo, 




∗ 100% (4.5) 
V enačbi (4.5) δp0 predstavlja prekoračitev idealnega tlaka oziroma odstotno odstopanje v 
tlaku med dvema skrajnima možnima izvedbama. Tlak p0,max je tlak pri najbolj ohlapni, 
p0,min pa pri najbolj tesni (idealni) izvedbi ujema. Vrednosti parametra δp0 je mogoče 
izračunati za vsak korak in ležaj posebej. Vseeno pa tega ni potrebno storiti, saj bo 
odstopanje med dvema skrajnima izvedbama v odstotkih vselej enako. Zato lahko z enačbo 
(4.6) izračunamo vrednost δp0,A1, torej možno odstopanje obremenitve na ležaju A v prvem 
koraku. Na ta način pokažemo, kako v konkretnem primeru natančnost izdelave vpliva na 




∗ 100% = 49,66% (4.6) 
Delovanje aktuatorja oziroma preklapljanje med ničelno in skrajno lego (prvi in drugi 
korak) je za obe skrajni izvedbi grafično prikazano na slikah 4.2 in 4.3.  
 
 












Za izračun reakcij na ležajih je bilo potrebno izdelati kodo v programu Wolfram 
Mathematica in z uporabo metode končnih elementov priti do vrednosti prečnih sil na 
ležajih. Pričakovali smo relativno majhne vrednosti, saj je zunanja sila, s katero ročica 
deluje na os, dokaj majhna in seveda odvisna od koraka, ki se izvaja. V prvem koraku 
(OFF fazi) je kot β, pod katerim ročica deluje na os, negativen. V nadaljevanju se os 
pomakne navzven in tako je kot β v drugem koraku (ON faza) pozitiven, sama velikost 
kota pa toliko večja, da se tudi vrednost prečne komponente občutno poveča. To nam je 
dalo slutiti, da bodo obremenitve ležajev v drugem koraku večje kot v prvem, obenem pa 
bodo predznaki reakcij nasprotujoči. Izračun je pokazal točno to, kar smo pričakovali. V 
začetnem položaju zelo majhna in negativno orientirana reakcija na ležaju A ter pozitivno 
orientirana prav tako dokaj majhna reakcija na ležaju B. Ko se os premakne v skrajno lego, 
se vrednosti reakcij povečajo za kar nekajkrat, obenem pa se zamenjajo predznaki. Glede 
na diagrama upogiba, ki smo ju dobili pri programiranju dotične kode (sliki 3.5 in 3.6), se 
je možno prepričati o smiselnosti rezultatov. Čeprav gre v splošnem za aproksimativno 
metodo določanja neznanih vrednosti, so rezultati sprejemljivi, saj lahko ob zadostnem 
številu končnih elementov morebitno odstopanje skoraj popolnoma izničimo. V primeru, 
da nam natančnost rezultata ne ustreza, enostavno povečamo število delitev polj nosilca in 
s tem natančnost dodatno povečamo.  
 
Morebitno odstopanje fizikalnega modela od realnega izdelka bi lahko pripisali 
predpostavkam, ki smo jih sprejeli pred samo programsko analizo. Robni pogoji so bili 
sprejeti, kakor se je zdelo najbolj smiselno, vseeno pa obstaja verjetnost, da na tem mestu 
nastane manjša napaka. Kot primer lahko navedemo robna pogoja, ki definirata, da je 
upogib na točki, kjer se nahajata ležaja, enak 0. Dejstvo je, da se nek upogibek pojavi prav 
zaradi ohlapnosti ležajev v primerjavi z osjo. Tudi začetek osi, ki je vpeta v magnet, 
verjetno ni popolnoma fiksen, kakor smo predpostavili, vendar gre kljub temu za dovolj 
dober približek realnosti, da rezultate smatramo kot relevantne.  
 
Podatke o reakcijah smo uporabili pri izračunu Hertzovega tlaka. Ta izračun lahko 
opravimo analitično in na dokaj preprost način pridemo do precej relevantnih in zanimivih 
rezultatov. Vseeno pa je potrebno ponovno poudariti, da pri izračunu Hertzovega tlaka 
predpostavimo nekaj, kar je v praksi nemogoče doseči. Dejstvo je, da se v realnosti na 
kontaktu osi in notranjega dela ležaja pojavita trenje in morebitna lokalna plastična 




materialu osi in ležajev verjetno niso popolnoma zanesljivi, a to vseeno nima bistvenega 
vpliva.  
 
V nadaljevanju smo glede na delavniški risbi osi in drsnega ležaja predpostavili dve 
ekstremni izvedbi kontakta. Izračuni za izvedbi z največjim ter z najmanjšim ohlapom so 
poleg konkretnih vrednosti tlaka v Hertzovem kontaktu podali še informacijo o vplivu 
velikosti ohlapa na omenjen tlak. Rezultati so pokazali, da ima vrsta izvedbe zelo velik 
vpliv na obremenitev ležaja. Površina kontakta z največjim možnim ohlapom je za skoraj 
50 % bolj tlačno obremenjena od površine pri najmanjšem ohlapu. Potrebno je omeniti, da 
je bil dokaj presenetljiv že rezultat, ki priča o tem, kako visoki tlaki nastanejo na kontaktu. 
Na obeh ležajih pri najbolj ohlapnem kontaktu dosežemo tlak v bližini 50 MPa, kar je ob 
upoštevanju, da gre za dokaj majhne sile, kar precejšnja obremenitev. Po drugi strani pa 
lahko zaključke potegnemo iz stališča, da je pri najbolj tesnem ujemu med osjo in ležajem 
tlak na slednjega precej manjši. Iz tega sledi, da bi v primeru, ko obremenitve ležajev 
predstavljajo velik problem izdelka, lahko več pozornosti posvetili sami izdelavi ležajev 
oziroma osi. V kolikor bi bilo možno izdelati oba elementa v sestav s čim manjšim 
ujemom, bi bile obremenitve ležaja precej manjše. Vendar pa to v praksi pomeni večje 
stroške in morda še kakšen nezaželen vpliv na samo delovanje izdelka. 
 
Izračun Hertzovega tlaka tako temelji na številnih predpostavkah. Potrebno je vedeti, da se 
vse, kar smo predpostavili pri računanju reakcij (vključno z morebitnimi napakami) 
prenaša na rezultate Hertzovega kontakta. Kljub temu pa se zdi, da izračuni in posledično 
tudi rezultati dosegajo dovolj visok nivo zanesljivosti, da jih lahko ovrednotimo kot 
smiselne.  
 
Tlak, ki se pojavi na kontaktu med ležajema in osjo, lahko pri številnih cikličnih 
obremenjevanjih vodi v utrujanje in obrabo materiala. V kolikor bi bila stopnja utrujanja 
previsoka, bi to lahko privedlo do neželenih deformacij oziroma porušitev komponent v 
kontaktu. Ker je os iz jekla, ležaj pa iz sintranega brona, se zdi, da je slednji bolj dovzeten 
za morebitne utrujenostne poškodbe in obrabo. Vseskozi med delovanjem na kontakt 
delujejo normalne obremenitve, zato obstaja nevarnost abrazije in deformacije mehkejšega 
materiala (ležaja). Sintrani bron ima med posameznimi delci dokaj šibke povezave, ki bi 
verjetno lahko predstavljale najbolj kritično mesto za obrabo. Napovedovanje le-te je sicer 
izjemno težko, saj gre za funkcijo mnogih parametrov, med katerimi marsikaterega ne 
poznamo. Z dobro površinsko obdelavo ležajev in osi pa bi se zelo verjetno katerikoli vrsti 
obrabe pri konkretnih obremenitvah lahko izognili. Tudi utrujanje bi z zmanjšanjem trenja 








1) Definirali smo obremenitve na osi solenoidnega aktuatorja. 
2) Numerično smo določili prečne obremenitve v ležajih. 
3) Prikazali smo deformacijo osi solenoida v odvisnosti od njene lege. 
4) Izračunali smo Hertzov tlak na kontaktu med ležajema in osjo. 
5) Ugotovili smo vpliv natančnosti izvedbe kontakta na tlačno obremenitev. 
 
Izdelava programske kode omogoča izračun prečnih sil, ki delujejo na ležaje v katerikoli 
točki pomika osi. Prikaže nam tudi diagram upogiba osi, iz katerega lahko določimo 
kritične točke osi. Z izračunom in rezultati Hertzovega tlaka za skrajne možne primere 




Predlogi za nadaljnje delo 
 
V nadaljevanju obstaja možnost opravljati še več analiz na solenoidnem aktuatorju v 
sodelovanju s podjetjem Iskra Mehanizmi d.o.o. Zlasti se je smiselno osredotočiti na 
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Priloga A – programska koda za izračun reakcij 
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8.2. Reakciji v drugem koraku 















9. Priloga B – programska koda za izračun 
Hertzovega tlaka 
  




9.1. Izračun Hertzovega tlaka za prvi korak 
9.1.1. Najbolj ohlapna izvedba 
 
  




9.1.2. Najbolj tesna izvedba 
 
  




9.2. Izračun Hertzovega tlaka za drugi korak 
9.2.1. Najbolj ohlapna izvedba 
 
  




9.2.2. Najbolj tesna izvedba 
 
 
